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Physique statistique

du microscopique au macroscopique

. Facteur de Boltzmann
1. Définitions

Considérons un verre contenant 10 cl d’eau pure. L’eau pése 100 g, se trouve a une pression
ambiante de 1 atm et a une température de 20 °C. Elle est constituée de 3,3 1024 particules (des
molécules de H,0qui font environ un angstrom, soit 1071° m) qui tournent, vibrent et se
déplacent dans tous les sens. Leur vitesse est de 1’ordre de 640 m/s, mais comme il n’y a que
quelques angstréms entre deux particules, les chocs sont tres fréquents.

}
élément de volume dt = 1um3 molécule deH,0,
Fluid aurepos (V,p,T) constitué de 3,3 10'° molécules d'eau environ 1071%m,v ~ 640 m/s

Dans la description d’un systeme matériel on considére trois types d’échelle :
Echelles macroscopiques, ¢ ’est notre échelle d’observation et de mesure direct.
Echelles microscopiques c¢ ‘est 1’échelle des molécules.

La trés grande différence d’ordre de grandeur entre 1’échelle macroscopique et 1’échelle
microscopique intervenant dans un systéeme permet de définir une échelle intermédiaire appelée
mésoscopique.

Echelles mésoscopiques est une échelle de longueur a la fois trés grande devant 1’échelle
microscopique et tres petite devant 1’échelle macroscopique

L ’objet de la thermodynamique statistique est d’expliquer les propriétés macroscopiques a
partir des propriétés microscopiques des constituants du systeme.




2. Energie potentielle :Modéle de ’atmosphére isotherme

On considere un gaz isotherme a la température T & I’équilibre dans un champ de pesanteur
uniforme. L’équilibre mécanique d’une tranche de gaz de surface S, d’épaisseur dz a la cote z
(axe des z orienté vers le haut selon la verticale du lieu), résulte de la compensation sur le
volume S dz de la force de pesanteur et des forces de pression exercées sur les surfaces du
volume par les tranches de gaz avoisinantes.

Sol

Figure 1 - tranche de fluide dans le champ de pesanteur

Dans cette tranche de gaz ou la densité particulaire est n(z), la masse de gaz est mn(z)S dz
(ol m est la masse moyenne des molécules composant 1’air) et la force de pesanteur (projetée
sur I’axe z) vaut —gmn(z)S dz (ou g est la valeur absolue de 1’accélération de la pesanteur).
Cette force de pesanteur doit s’opposer aux forces de pression, dont le bilan (toujours projeté
sur I’axe z) est

dp

Sp(z) — Sp(z +dz)) = _SE dz

En utilisant 1’équation des gaz parfaits : p(z) = n(2)kgT (kg = Ni =1,38.1072 . K1)
A
pour la derniére égalité.
On en déduit I’équation d’équilibre du gaz :
dn(z)
—gmn(z)S dz — SkgT

e dz =0

qui s’integre en :
-mgz
n(z) = nye *sT
ou ngest la densité de particules au sol. En utilisant la loi des gaz parfaits, on trouve
immédiatement 1’expression de la pression atmosphérique en fonction de 1’altitude :
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-mgz

p(z) = poe k8T
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Figure 2- Profil de pression dans les premiéres couches de I'atmosphere

On remarquer qu’une particule prise au hasard a une probabilité d’étre a I’altitude z qui est
proportionnelle &

-mgz —(énergie potentielle)
e kBT = ¢ kgT

Ce résultat est le premier contact avec le facteur de Boltzmann qui, comme nous allons le voir
dans ce cours, est omniprésent dans la description de la répartition statistique des particules
dans un systéeme en équilibre thermodynamique en contact avec un thermostat.

Ex01 : Déterminer le nombre de particules, et 1’énergie potentielle totale dans une colonne
d’air infiniment haute de 1m? de section supposée isotherme a T = 300 K . Pour faire ce calcul,
est-il raisonnable de supposer g constant ?

3. Poids de Boltzmann d’une particule indépendante a 1'équilibre avec un
thermostat

Considérons un systeme (S) de particules indépendantes, en équilibre avec un thermostat de
température T.

La probabilité de trouver une particule dans un état d’énergie ¢ est proportionnelle au

—&

facteur de Boltzmann ekBT :

—&
P(g) = Constante X eksT

La constante est déterminée par la condition de normalisation.




1. Systemes a spectre discret d'énergies
1. Probabilité d'occupation d'un état d'énergie par une particule indépendante

D’apres la loi de Boltzmann, la probabilité d'occupation d’un état d’énergie ¢; est :

P = T ePe

ou g; est la dégénéréscence c'est adire le nombre d’états quantiques d’énergie ¢; (g; =

1pour un état d’énergie non dégénéré ), f = ﬁ et Z est la fonction de partion définie a
B

partir de la condition de normalisation Y.eats arsnergie P(€) =1  par:

/ = z gie_ﬁei

2. Propriétés thermodynamiques
2.1. Population d’un état d’énergie :

N; = N X P(g;) ou N est le nombre total des particules du systéme.

On peut déduire le rapport des populations de deux niveaux d’énergie €; et g :

N, 9i e~ Blei—gj)

Nj—gj

2.2. Energie moyenne d’une particule, et énergie interne du systéme

L’énergie d’une particule du systéme varie aléatoirement, sa valeur moyenne dans le temps
est:

<eg>= z SiP(Si)
états d'énergie

1 —Be,

<€>=E gl.gie Bei

états d'énergie

10
= - —_—— _:B‘gi
<e>=-- E ge

états d'énergie

Co__loz
Y
dln (2)
<E>=— 6,3

Les fluctuations de 1’énergie d’une particule sont caractérisées par la variance:
Var (particule) =< e? > —< & >2 ou écart quadratique o(particule) = \/Var (particule)




Avec
2
. 1 2 . 1 .
Var(particule) = 7 Z ;2 gie Fei — 7 Z g; gie P
états d'énergie états d'énergie

L’énergie interne U du systeme utilisée en thermodynamique est égale a I’énergie du systéme
dln (2)

B
Puisque la variance d’une somme de variables aléatoires indépendantes est égale

a la somme de leurs variances, on peut déduire les fluctuations de 1’énergie
interne du systeme a partir de celles d’ une particule :

macroscopique: U =N <eg>=-—N

Var(systeme) = N X Var(particule)

o(particule) = VN x Var(particule)

2.3. Capacité calorifique a volume constant

au

== _ _% aB _ 2 9%n (2)
by = aT)V —) Cy = aB)VXdT = (v =Nkpf ap2 )V

3. Systeme a deux niveaux d’énergie non dégénérés

On s’intéresse au le cas particulier ou les particules ont uniquement deux états quantiques.
Comme exemple, on considére un solide paramagnétique. Une approximation simple est de
ramener ce systeme a une assemblée de N spins 1/2 fixés sur un réseau et qui peuvent s’orienter
librement et sans interactions . On pose y; la projection du moment magnétique du spin i =

1
t - ouencore Up et Down selon I’axe des z, y;ne peut prendre que deux valeurs :

U; = *ug ou ug estle magnéton de Bohr.

On suppose que le systeme est plongé dans un champ magnétique extérieur B aligné selon I’axe
des z. L’énergie d’un moment magnétique est alors :

&= —W.B

Cette energie est négative quand le moment magneétique est dans le méme sens que le champ
B (Spin Up) et est positive quand il est dans le sens opposé (Spin Down) .

A t2p)
A

h

€1
3.1. Probabilités et populations moyennes des deux états
Pe) = e Pe1 et P(g) = e P
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P(g;) +P(gy) =1 === 7 — e Pe1 + e— B2 quec E=—& =5= MBB
D’ou Z = 2cosh (B %)

On en déduit les populations moyennes des deux états :

A A
N, =N eﬁj N, =N 3_57
2cosh (,8 %) 2cosh (,8 %)
Le rapport des populations des deux niveaux est : Nl/N2 = e,
A
(N1)
j\f
0.5 b .
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N
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Figure 3- Populations moyennes des deux niveaux d’énergie

La figure 3 représente populations moyennes des deux niveaux d’énergie en fonction de la
température.

On observe que :

a) pour X2% «1 ( basses températures ou champ magnétique intense),le niveau excité n’est
Y 1 p
quasiment pas peupléet Ny = N Eet N, = 0 ;

(b) pour k"TT > (haute température ou faible champ magnétique) , les deux niveaux sont a peu
prés également peuplés et N; = N,.
3.2. Energie totale du systeme
L’énergie totale du systéme est simplement la somme des énergies des moments magnétiques :
(Esysteme) = N{Eparticue) = N(€1P(€1) + SzP(Sz)) = Ni&; + Npg,

en remplacant N;et N, par leurs expressions , on trouve :



A A
<Esystéme) =—-N Etanh (ﬁ E)

La figure 4 montre les variations de I’énergie totale du systéme en fonction de la température,
ce qui implique quelques commentaires :

(@) L’énergie est toujours négative parce que le niveau de plus basse énergie ( —¢) est, &
toute temperature, plus peuplé que le niveau de plus haute énergie (+¢ ).

(b) L’énergie est fonction croissante de la température car plus la température augmente
plus la proportion de particules dans le niveau de plus haute énergie augmente.

(c) Lorsque la température tend vers 0, la formule montre que 1’énergie tend vers —N¢ ,

ce qui correspond bien au fait que toutes les particules sont dans 1’état de plus basse énergie

(—e).
(d) Lorsque la température tend vers 1’infini, la formule montre que I’énergie tend vers 0,

ce qui correspond bien au fait que les deux états sont alors également peupleés.

(Esystéme) i i i
—NMBB O-J: ~ =
0 i i i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3. 4
HgB
KT

figure 4 - Variations de 1’énergie totale du systéme

3.3. Capacité calorifique
_ d_U _ d(Esystéme)
dT dT

L PR h2< - )
= 4kyT? N2k T
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Figure 5- Capacité calorifique d’un systéme de spins 1/2 sans interactions

(@ PourT « 6 = IZLB I’agitation thermique n’est pas suffisante pour porter les particules
B

dans 1’état excité.

(b) La capacité thermique passe par un maximum pour T/6 = 1. C’est autour de cette
température que les populations des deux niveaux varient le plus vite avec la
température.

(c) La capacité thermique tend vers O pour T/6 > 1 . A haute température, les
populations des deux niveaux, quasiment égales, 1’énergie ne dépendent plus de la
température.



4. Rayonnement du corps noir, formule de Planck (1900).

On rappelle qu’un corps noir est un corps dont le pouvoir absorbant vaut 1. C'est-a-dire qu'il
absorbe toute la puissance regue. Néanmoins ce corps émet aussi un rayonnement
électromagnétique.

Un corps noir est modélisé par une cavité portée a une température T, dont les parois sous
agitation thermique se comporte comme un ensemble d’oscillateurs chargés qui rayonnent
une onde électromagnétique qui se propage a I’intérieur de la cavité. Si on fait un petit trou
on peut récupérer une partie de la puissance électromagnétique rayonnée.

volcan sous-marin actif

Une des expériences importantes, qui ont donnés naissance a la mécaniques quantique, est
I’analyse du rayonnement du corps noir qui a amené Planck a postuler que I’interaction
entre la matiére et la lumiere se fait par quantum d’énergie &,

&, =nhv ou hest la constante de Planck h = 6,62 .1073%].s.

L’énergie moyen d’ un oscillateur est déterminée en utilisant la loi de Boltzmann :

+o00 -pe
_Zn=0 €n € Ben

(€) » =
;;:0 e Ben

a -
oo o Bnhv

z;oo e~ Bnhv
om(zis et

ap

+ 0o

Z e P est la somme d'unesuite géométrique de raison e B
n=0

1

On Obtient (8) = hV eBhv  _ 1

2
En multipliant par le nombre de modes dN = V 82

—— de fréquence entre

vetv+dv, qui peuvent s’établir a I’intérieur de la cavité, on peut déduire



I’énergie par unité de volume transportée par les photons dont la fréquence est comprise entre
vetv+dv :

4 8mh v3dv
R
D’ou la densité spectrale
8mh v3
BT TE e =

En hautes température (ou pour les basses fréquences) on retrouve la densité
‘ . 8mth . .
spectrale trouvée par Rayleigh-Jeans u, = f—3kBT vZ si on intégre sur toutes

les longueurs d’ondes I’énergie interne diverge pour les petites longueurs d’onde
ce que I’on appelle la catastrophe ultra-violet .(VOIR CNC 2017)

En fonction de la longueur d’onde :

_ dv B 8mhc 1
= TW T 5 eBhei _ 1

Uy

On trouve par dérivation que la longueur d’onde 4,,,,, autour de laquelle il y a le plus d’énergie
transportée vérifie :

Lhc h
e/lmax(S— '3 C) =5

Amax

qui se résout numériquement en fﬂ = 4.965 c’est-a-dire A, T = 2,9.10° nm. K

max

en accord avec la loi de déplacement de Wien.

= @O TS
E 70 - :r\ — &D _
£ B 5 =5 410~
260 - o= K / N
= E H 7
.50 - = o | B / N » 3104
o \A
2 / AN
g i || -4
‘230 | % 210
D (]
;:: ‘)0 i ’f" T == OK
g5 & - = 10~
? 10 0 / 300 K
Z T — 3000 R ———. | T=3

0 500 1000 1500 2000 0 2000 4000 6000 8000 10000

A (nm) A (nm)

Figure 6- Intensité lumineuse émise par un corps noir en fonction de la longueur
d’onde pour différentes températures
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APPLICATIONS
a) rayonnement des étoiles

L’étude du rayonnement des étoiles permet de déterminer de précieuses informations. Un
diagramme de Hertzsprung-Russel représente la luminosité d'une étoile en fonction de la
température associée a son spectre en supposant un modele de corps noir. Les différents types
d'étoiles se situent en des points différents sur ce diagramme. On identifie notamment la
séquence principale qui donne I'évolution (depuis le coin gauche supérieur jusqu'au coin droit
inférieur) de certaines étoiles. A partir d'une mesure de la température on peut en déduire I'age
de I'étoile et en comparant la luminosité mesurée a la luminosité attendue on peut aussi calibrer
I'atténuation du rayonnement entre I'étoile et I'observateur. Certaines étoiles subissent des
modifications importantes et quittent la séquence principale au cours de leur vie pour se
transformer par exemple en géantes trés lumineuses.

Température
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Figure 7- Diagramme de Hertzsprung-Russel. A gauche, représentation schématique. A droite
diagramme mesuré (source : site de I'ESA)

b) Fond diffus cosmologique

Depuis le Big Bang I'univers subit une expansion et un refroidissement. Le rayonnement appelé
fond diffus cosmologique a été observé pour la premiére fois par Penzias et Wilson en 1964
dans le domaine micro-ondes (température moyenne trés basse, de I'ordre de 3 kelvins (K)).
Aujourd'hui de nombreuses études astrophysiques repose sur la caractérisation des tres faibles
variations spatiales de ce rayonnement (satellites COBE, WMAP, et PLANCK)

Carte compléete du CMB, selon une projection de Mollweide, méthode qui déroule une sphére sur un plan tout en conservant les surfaces, ce qui « permet de comparer en un coup d'eeil les
zones chaudes et les zones froides du ciel ». Cette carte montre les fluctuations ou anisotropies de températures de I'Univers primordial. « Les régions bleues sont les plus froides, alors que
les rouges sont les plus chaudes. La différence maximale de température est de I'ordre de 0,0001 degré Celsius. » Ces « légéres fluctuations [seraient] le reflet de la premiére variation de
densité a I'origine des galaxies » et des amas de galaxies85. Photomontage de clichés pris par WMAP, satellite de la NASA, pendant neuf ans.
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1.  Capacités thermiques classiques des gaz et des solides.
1. Théoreme d'équipartition de I’énergie

On considere N particules libres et indépendantes enfermée dans un volume V quelconque. La
probabilité de trouver une particule avec une vitesse entre v et v + dv est proportionnelle au

_ 1 . . ]
le facteur de Boltzmann e PF avec E = Emv2 énergie d'une particule

—BEmv?
dP =Ae P2 dv,dv,dv,
La constante A est déterminée par la condition de normalisation :
1

A= .
M5 e 2™ qv,dv, dv,

L énergie moyenne d’une particule est :

o0 _pl
e %mv2 e Famv* dvydv,dv,

(E) = PSR -
-, g~ Pamv dvydv,dv,
d r
1 .2
(E) = T In fff e Famv dv,dv,dv,
+00 3
2

(E) = —@<ln <f e Pamvx dvx> )

(E) 3 d ] 21

—_— — n —

ap B

1,001 1 3
(B) = Gmo) + Gmod) + Gmo?) = 5 kyT

Théoréme
Dans un systéme a 1’équilibre a la température T, chaque terme quadratique contribue a

h . 1
1’énergie moyenne par molécule par 2 kgT

2. Capacités thermiques classiques des gaz
2.1.Capacité thermique a volume constant d’un gaz monoatomique

Une molécule de gaz monoatomique est assimilable a un point matériel de masse m dont la

position est repérée par trois coordonnées cartésiennes X, y et z
, . .. 1 1 1 3
Son énergie cinétique (Eoscute) = (Emvf) + <Emvy2> + (;mvzz) == kgT

On peut déduire I’énergie interne d’un gaz parfait monoatomique constitué de N molécules :
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U=2NkgT — U=3nRT

Il en résulte que la capacité thermique molaire a volume constant d’un gaz parfait
monoatomique est : c, =% R Application numérique ¢, = 12.47 JK ‘mol™"

2.2. Capacité thermique a volume constant d’un gaz diatomique

L’énergie des molécules diatomiques ne se réduit pas a 1’énergie cinétique de translation, elle
comporte aussi des termes décrivant le mouvement des noyaux dans le référentiel
barycentrique, mouvements qui peuvent étre analysés en termes de vibrations des distances
internucléaires et de rotations des édifices moléculaires. les fonctions thermodynamiques
vont s’écrire comme la somme des contributions relatives a chaque degré de liberté.

- Basses Températures : Il se comporte comme un gaz monoatomique

3 c 5
E = Eiransiation Cy = 2 R et Y= C_p = 3
v
- lorsque T augmente on doit tenir compte des contributions 2 degres de liberté de
rotation :
5 _Cp _ 7
E = Etransiation + Erotation Cy =5 R et Yy=—-—==
2 Cy 5
o
S
e

- si on augmente encore T, la distance £ entre les deux atomes varie, les deux atomes
vibrant comme s’ils étaient reliés par un ressort

7 _ ¢ _9
E = Etranslation + Erotation+Evibration Cv = E R et y - a - 7
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Figure 8- Capacité thermique molaire a volume constant d’un gaz diatomique

L’échelle des températures est logarithmique
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3. Capacite thermique molaire des solides.
3.1. Modéle classique, loi de Dulong et Petit

La chaleur spécifique d’un solide est due, a priori, aux vibrations du réseau cristallin.
L’approche la plus simple est de supposer que chaque atome dans le réseau ressent,
indépendamment de tous les autres, une force de rappel due a I’effet collectif de tous les atomes

environnants.
1 oy 1 oy
& = Emvi +§kri + &

il y a un terme constant (g,) qui reste tel quel, et six termes quadratiques (¥; et 7; sont des
vecteurs) qui contribuent chacun une énergie % kgT, d’aprés le théoréme d’équipartition de
I’énergie. On trouve donc :

<€> = SkBT + 80
L’énergie interne U = N(e) = 3kgNT + U,

En déduire que la capacité calorifiqgue molaire d’un solide dans le modele classique est une
constante ¢ = 3R = 25]/mol/K C’est la loi de Dulong et Petit, constatée
expérimentalement en 1819 : a haute température la chaleur spécifique d’un solide est
indépendante du matériau et de la température.

Cette limite classique ne donne cependant pas la décroissance de la chaleur spécifique
observée a basse température.
3.2. Modé¢le d’Einstein

C’est Einstein qui fait remarquer en 1907 que les vibrations de la position des atomes dans le
solide doivent étre traitées de maniére quantique. Un solide constitué de N atomes se comporte
comme 3N oscillateurs harmoniques unidimensionnels tels que les niveaux d’énergie sont

quantifiés et non dégénéré: €, = (n + %) hv

La probabilité qu’un oscillateur occupe le niveau d’énergie ¢, est :

1
P = — _:8871
n 7 e
La fonction de partition Z = ¥1%, e =Bén
_Bhv 1
Z=¢e 2 T
L' énergie moyenne d’un oscillateur : () = — 77
1 hv

D’ou la capacité calorifique molaire d’un solide (3N, oscillateurs) :

a(e) ap
4op oT
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([)’hv)zeﬁh"

¢ = 3R (eﬁhv—l)z
On trouve souvent plus pratique de définir une température d’Einstein T par hv = kgTg
Tg\? IE
(F) 7
Tg
(e T — 1)
3 ISPy
PR
c 1.5 /
0,5 /
o L
0 Tk 2T
T

Figure 9- Capacité thermique molaire d’un solide dans le mode¢le d’Einstein. La courbe en
pointillés est le résultat dans le modéle de Debye

Dans la limite haute température on retrouve bien le résultat de la théorie classique, a

. R , 2 _Tg
savoir ¢ = 3R. Par contre, a basse température, ¢ ~ 3R (TT—E) e"T pourT < Tg

Le modéle d’Einstein est meilleur que le modéle classique car la prise en compte de la
discrétisation quantique de 1’énergie d’un oscillateur permet de voir qu’a basse température les
degrés de liberté se gelent et ¢ décroit. Cependant, I’expérience montre que les capacité
calorifiques décroissent en T3 et non exponentiellement quand on baisse la température. C’est
Debye en 1912 qui propose la solution correcte.
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